Capitulo 4

Series de potencias y de Laurent. Polos y
residuos.

Sumario. Series de potencias. Radio y disco de convergencia. Teorema de Taylor.
Funciones analiticas. Derivacién e integracion de series de potencias. Aplicaciones
de las series de potencias. Series de Laurent. Anillo de convergencia. Singularidades
de funciones de variable compleja. Clasificacién de singularidades aisladas.

4.1 Series de potencias

Una serie de potencias de centro zy € C es una expresion de la forma

o0
Z an(z — 20)",
n=0

donde a,, € C para todo n > 0. Diremos que la serie converge en un nimero complejo w si la serie

numérica
o0
Z an(w — 2z)"
n=0

es convergente. Si ademds dicha serie converge absolutamente en dicho nimero, diremos que la serie
de potencias converge absolutamente en w. Es claro que cualquier serie de potencias converge en su
centro.

Se define el radio de convergencia de la serie como el mimero

R :=sup{r >0: Z lan|r™ < 400}

n=0

Si un nimero complejo z verifica que |z — zy| = r < R, entonces

o0 o0
Z lan,(z — 20)"| = Z |a,|r"™ < 400,
n=0 n=0
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SERIES DE POTENCIAS Y DE LAURENT.

por lo que la serie de potencias serd absolutamente convergente en el disco D(zg, R) = {z € C :
|z — 29| < R}. Si por el contrario z € C\ D(z, R), la serie divergerd, no pudiendose afirmar nada en
general sobre la convergencia de la serie en la frontera del disco.

Ademds, si aplicamos el criterio de la raiz a la serie > |a,(z — 20)"|, se tendra que si existe

lim {/|an(z — 20)?| < 1,

n—oo
la serie serd aboslutamente convergente, por lo que
- 1
lim {/|a,| < —,
n—oo ’z — ZO‘

por lo que
1

R=——— .
limy, oo /||

De forma andloga, si aplicamos el criterio del cociente, en caso de existir y verificar que

_ n+1
lim |an1(z — 20)" " <1,
n—oo  an(z — 20)"|
la serie serd absolutamente convergente, de donde
lim 1] !
noo an| |z — 2zl
por lo que
1
R =

: lanta]
limy, 00 o

Algunas series de potencias ya conocidas son por ejemplo la exponencial

por lo que el radio de convergencia serd R = 1/0 = oco. Como ya sabiamos, esta serie converge en
todo el plano complejo.
Por ejemplo, la serie

oo
g n*z"

n=0

no converge nada mas que en su centro ya que

. .
lim vn® = lim n = oo,

n—oo n—oo
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por lo que su radio de convergencia serd R = 1/00 = 0.
Un ejemplo que debe ser conocido también es la serie geométrica

o0

14+z+22 4. 42"+ =) 2",

n=0

que serd de gran importancia préctica para el desarrollo en serie de potencias de la mayoria de
funciones que vamos a considerar. Por cualquiera de los dos criterios anteriores vemos que su radio
de convergencia es 1, por lo que dicha serie converge si |z| < 1. Ademds, si denotamos por

Sp=14+z4+224+.. 42",

entonces
Sy — 28, =1— 2",
de donde
1 — Zn+1
Sp=—"—
1—=z
Dado que |z| < 1, se verifica que lim,, o, 2" = 0 y asf

f:zn:slirilosn: 1iz'

n=0

Por otra parte, si f(z) = Y, a,(z — 2z0)" sobre el disco de convergencia de la serie y derivamos,
se tiene que

fk)(z) = % <Z an(z — Zo)n)

por lo que sustituyendo en z; obtenemos

(=)
kY

Qg

para todo k > 0.

Una funcién f(z) definida sobre un abierto A C C se dird analitica en zy € A si existe una serie de
potencias tal que f(z) =Y a,(z— 2p)" para todo z € A perteneciente al disco de convergencia de
la serie. El siguiente resultado probara que toda funcién analitica es derivable y viceversa. Ademads
del mismo se deducird la unicidad del desarrollo en serie de potencias.
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Theorem 10 (_Taylor) Sean A C C un conjunto abierto y f : A — C derivable. Sean zg € A y
r > 0 tales que D(zo,7) C A. Entonces

fo =31

converge absolutamente sobre D(zy,r).

n) 20 .
Tf' )(Z_ZO) )

Demostraciéon. Vamos a ver que la serie converge absolutamente en cualquier punto del disco.
Para ello, sean z € D(zy, R) y p = |z — 20| < r < R. Tomamos la circunferencia centrada en z, y de
radio r. Por las desigualdades de Cauchy, se tiene que

)l < M),

donde M(r) = max{|f(z)| : |z — 20| = r}. Entonces

> n)z > n)Z
00 o
< n:or_"M(r)
= r P\" r)—
= MY (7) =M=

por tratarse de una suma de una serie geométrica. Por lo tanto la serie de potencias es convergente
absolutamente en el interior del disco, y tiene la forma anteriormente indicada.]

4.2 Series de Laurent

Una serie de Laurent centrada en zy € C es una expresién de la forma

o0

Z an(z — 20)". (4.1)

n=—oo

Claramente puede dividirse en dos partes,

Z an(z —20)", (4.2)

que es una serie de potencias llamada parte reqular de la serie de Laurent y

Z a_n(z—20)"" (4.3)

que se llamard parte singular. Obviamente, para garantizar la convergencia de la serie de Laurent
(4.1), deben converger las series (4.2) y (4.3). Como vimos en el primer apartado del tema, la serie
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(4.2) convergerd absolutamente en su disco de convergencia D(zy, R). Para la serie (4.3), el cambio
de variable Z = 1/(z — z) la transforma en la serie de potencias

o

Za,nZ"

n=1

que convergers absolutamente en su disco de convergencia D(0, ), por lo que (4.3) convergerd siempre
que |z — zg| > r. Asi, si r < R se tendra que la serie de Laurent inicial convergerd absolutamente en
el anillo de convergencia

A(zg,m, R) :=={2€ C:r <|z— 2| < R},

mientras que serd divergente en C \ A(z,7, R).

Por otra parte, si
o0

fz)=) anlz—2)"

n=-—oo

en un cierto anillo de convergencia, entonces multiplicando dicha expresién por (z — z9) %71, k € Z,
se verifica que

% = Z an(z — zo)”*kfl.

n=—oo

Siy(t) = 20 + pe', t € [0,27], denota una circunferencia dentro del anillo de convergencia, entonces

/ (z _f(zz))kﬂdz - i an(z = 20)" N dz

Y n=—oo
[e.¢]
* —k—
= E /an(z—zo)” ldz,
n=—oo Y

n—k—1

Sin—Fk—12>0, entonces a,(z — z) es derivable, y por el Teorema de Cauchy se tiene que

/an(z — z)" *ldz = 0.

~

Sin—k—1=—1, entonces

2w
ap Qn . ,
/ dz = / —pie tdt = 2mia,.
5 %= %0 0o pe

Finalmente, si n — k — 1 < —2, se tiene por las férmulas integrales de Cauchy que

n—k—1 _ Qn
/yan(Z—ZO) dz = /’Ymdz

211 —k)
= —q" - 0
(TL — k)'g (’ZO) )
donde ¢(z) = a,. Entonces
/7f(z)k -dz = 2miay,
v (Z _'ZO) +
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o equivalentemente

e,
a /7 : d (4.4)

2mi )., (z — zo)"tt

que es la féormula andloga al Teorema de Taylor para series de Laurent. Veamos que una serie asi
construida es siempre convergente en su anillo de convergencia.

Theorem 11 (Laurent) Sean zp € C, 0 <r < R, y f : A(zo,7, R) — C una funcion derivable.

Entonces
o0

fz)= ) anlz—2)"

n=—oo

donde los coeficientes a,, satisfacen las identidades (4.4).

Demostraciéon. Vamos a ver que la serie asf construida es convergente, lo que probaré el resul-
tado. Sean r < p; < p < py < Ry z € C tal que |z — 29| = p. Acotamos de forma andloga a las

desigualdades de Cauchy
1 f(2)
— | —————d
2mi /7 (z — zo)*! ‘

1 1 M(p)
< —M =
= o (p) pn+1 l(")/) pn )

lan| =

donde M(p) = max{|f(2)|: z € graf(y)} y v(t) = 2o + pe', t € [0, 27].
Si ahora tomamos la parte regular y procedemos como en la demostracién del Teorema de Taylor,
con Y(t) = zp + pye’, t € [0, 27], se verifica que

o

n F2
E a,(z — z < Mi(p ,
‘ ( 0)|— (2)2

n=0

por lo que la parte regular es absolutamente convergente. Tomamos ahora la parte singular y la
circunferencia y(t) = 29 + p,e%, t € [0, 27|, tratamos de acotar

0
|a—y|
R

n—=—oo n=—oo

VAN

| M
=

2

Pr P
= M(py)— = M(p ;
> (1)pn (1)[)_/)1

n=1

por lo que la parte singular también converge, y el teorema estd probado.[]
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4.3 Singularidades de una funcién compleja. Clasificacion
de singularidades aisladas

Finalizaremos el tema haciendo un estudio de las singularidades de una funcién de variable compleja.
Dada una funcién de variable compleja f(z), se dice que zy € C es una singularidad de f si ésta
no es derivable en z5. Asf todo z € C es una singularidad para f(z) = Z, mientras que 0 es una
singularidad para f(z) = 1/z. Una singularidad z se diré aislada si existe 6 > 0 tal que la funcién
es derivable en D(zg,8) \ {20}. Nétese que por el Teorema de Taylor, f debe ser discontinua en sus
singularidades aisladas.

Distinguiremos tres tipos de singularidades aisladas de una funcién f atendiendo bédsicamente al
desarrollo de Laurent de la funcién en la singularidad. Si z; denota la singularidad y

[ee)

f(z) = Z an(z — z)"

sobre su anillo de convergencia A(z, 0, R), se tiene
e La singularidad z se dird ewitable si a_, = 0 para todo n > 0.

e La singularidad 2, se dird un polo si la parte singular del desarrollo de Laurent tiene una
cantidad finita de términos. Se dird orden del polo al mayor natural k£ que cumple que a_j # 0
y a_, = 0 para todo n > k.

e La singularidad zp se dird esencial si la parte singular del desarrollo de Laurent tiene una
cantidad infinita de términos.

Por ejemplo, la funcién

sin z i (=™ 5,
=y ———z
z “~ (2n+1)!

presenta una singularidad aislada en 0 que es evitable, % tiene en 0 un polo de orden 1, mientras que

1
1/z __
€ - anzn

n=0

tiene en 0 una singularidad esencial. El siguiente resultado ofrece una clasificacién de las singulari-
dades aisladas de una funcién de variable compleja.

Theorem 12 Sean zy € C y f una funcion derivable definida en D(zy,06) \ {z0}. Entonces:

(a) zo es evitable si y sdlo si existe lim,_,,, f(z) = 1 € C. Ademds si definimos [ en zy como
f(z0) =1 se tiene que f es derivable en D(zy,0).

(b) zo es un polo de orden k si y sdlo si existe lim,_, (z — 20)? f(z) = 00 para 0 < j < k y
lim, .., (z — 20)*f(2) € C\ {0}.

(c) zy es una singularidad esencial si y solo si no existe el im,_,,, f(z). Ademds en este caso para
todo w € C existe una sucesion z, convergiendo a zy de manera que lim, . f(z,) = w.
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Demostracién. (a) es consecuencia inmediata del Teorema de Taylor. Para comprobar (b),
démonos cuenta de que para todo j € {0,1,....k — 1} la funcién (2 — 2)? f(2) sigue teniendo parte
singular, por lo que

lim (z — 20)! f(2) = o0,

z—20
mientras que (2 — 29)* f(2) es una serie de potencias cuyo primer témino a_j, es no nulo. De aquf se
deriva (b). La demostracién de (c) excede los contenidos del curso.[]

Una vez clasificadas las singularidades aisladas de una funcién de variable compleja, estamos en
disposicién de estudiar el Teorema de los residuos en la préxima leccién.

4.4 Transformada Z

4.4.1 Ecuaciones en diferencias finitas

El interés del estudio de la transformada Z es debido a que es la anédloga a la transformada de Laplace
para resolver ecuaciones en diferencias finitas. Estas ecuaciones aparecen en ingenierfa al modelizar
sistemas electrénicos cuyas entradas y salidas son una sucesion de datos discretos. Para fijar ideas,
consideremos el siguiente ejemplo.

Tk

-
T
=
il

Este dispositivo estd formado por dos elementos. FEl primero de ellos, marcado con una S, es un
elemento que suma o resta datos, que a su vez vendrdan modulados por nimeros reales. El denotado
por una D es un aparato que produce un retardo de una unidad temporal en la sucesién. La figura
representa el tipo més sencillo de retroalimentacién de una senal. Los datos de entrada vienen dados
por la sucesién xy, v los de salida por

Yk+1 = Tk- (45)

En el proceso, los datos intermedios r, vienen dados por la expresién
Tk = Tk — QYk; (4.6)

donde a es un nimero real. Combinando (4.5) y (4.6) obtenemos la ecuacién en diferencias de orden
uno

Yk+1 T QYx = Tg.
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Si complicamos el dispositivo, como se muestra en la figura,

My Tk U
(s) D D - U

(a)
\Z/

®

se obtiene una ecuacién de orden dos. Aqui
Yk+1 = Uk,

Vk+1 = Tk,
ry = T + byr — avy,
de donde se obtiene la ecuacién
Yr+2 + a1 — byr, = T

El uso de la transformada 7 permite afrontar con ciertas garantias de éxito la resolucién de estas
ecuaciones. Por ejemplo supongamos la ecuacién

Y2 T Yet1 — 2y = 1;
Yo = 0, Y1 = 1.

Vamos a ver cémo la transformada Z nos permite obtener la solucién de la ecuacién anterior
transformando dicho problema en un problema algebraico.

4.4.2 Definicién y propiedades basicas

Consideremos una sucesién de nimeros complejos . Se define la transformada Z de la misma como

la serie -
Ly,
Zla)(z) = ) —. (4.7)
n=0 o
Notese que (4.7) es una serie de Laurent con parte regular x y parte singular > z,27", y que

por tanto convergerd en un disco de convergencia de la forma
A(0,r,+00) ={2€C:|z| >r}

donde r es el radio de convergencia de la serie de potencias » |~ | z,2".
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Por ejemplo, si 6 = (1,0,0,0, ...) entonces su transformada Z es

Z[b](z) =1
definida en todo el plano complejo. Si z; = (1,1,1,...), entonces
1 1 z
Z 1 e _— = frd
=3 ==y

siempre que |z| > 1.
Propiedades basicas.

e Linealidad. Dadas las sucesiones x e yr v o, 5 € C, se verifica
Zlazk + Bye)(2) = aZlz](2) + B2yl (2)

para todo z en el dominio de definicién de Z[zi](2) v Z[yx](2).

Demostracion. Basta calcular
o~ azy + By,

Zlaxy + Pyl (2) = Z )

n=0

_ aZj—ZW %fazm]@)wzwu(z).

n=0

e Dada la sucesién zy, definimos la nueva sucesion y = xp.1. Entonces
Zly)(2) = Zzin](z) = 2Z2[2](2) — 220
En general, si ky € N y definimos y, = xx,, tenemos la férmula
ko—1

Z[hir)(2) = 25 Z[21](2) — Z T2,

o

Zloenl(z) = Y

n=0
0o

Demostracion. Calculamos

T x
n+1 n
= z E =2y —
antl on
n=0 n=1
[e.¢]
Tn
= z g — — zzg = 2Z[xk|(2) — zxp.
zn
n=0
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e Dada la sucesion 2 y a € C\ {0}, se verifica

Za*xi)(2) = Z[z1)(2/a).

Dmostracion. Calculamos

>\ a"z >z
ZlaFx](2) = ~ = " = Z[xi](z/a).
2 T Ty
[ |
Por ejemplo, si xj, = (1,2,2%,23,...), se tiene que
=, o 1 z
[27](z) =" 1—% z—2

e Dadas las sucesiones x;, y k™, m € N, se verifica
d
Z[k"ai)(2) = [—2]" 2l (2),

donde por —zdiz se entiende la operacién derivada y luego multiplicacién por —z.

Demostracién. Hacemos la demostracion por induccién en m. Si m = 1, entonces

Zlhad(x) = Y SE=d F

n=0 n=1
B Z T, i—xn
- Zn+1 dz zn
n=1 =
d .z d [z d
g _ — _?’L = —Z— —n — = — _Z .

Si suponemos el resultado cierto para m, veamos que también lo es para m+ 1. Para esto calculamos

ZIE™ ) (z) = Zlk-k™a)(2) = —Z%Z[kmxk](z)
= (e E () = [ 2l (o)

|
Por ejemplo, si z;, = k?, entonces

EWYE) = [oa2l(e) = [2a]

= —zi —zi : ——zi —Z + Z
B dz dzz—1) Tdz\z—-1 (z—-1)2

z 322 n 223
z—1 (2=12 (z—1)%

sifz| > 1.
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4.4.3 Transformada Z inversa

Es interesante obtener transformadas Z inversas de funciones de variable compleja F'(z), es decir,
qué sucesiones verifican que

Zlrn(2) = F(2),

o equivalentemente
r, = Z7F(2)].

Para calcular la transformada Z de una funcién F'(z) basta calcular el desarrollo en serie de Laurent
centrada en cero de manera que tenga un anillo de convergencia de la forma {z € C : |z| > r}, donde
r > 0. Por ejemplo, si F(z) = :11, entonces desarrollando en serie de Laurent

1 1 1 11 =1
2_1_;1_%_222_72_Zzn+1

n=0 n=0

si |z| > 1. Entonces la sucesién

ry=Z'1/(z - 1) =(0,1,1,1,...).

4.4.4 Aplicacion a la resolucion de la ecuacién en diferencias
Consideramos el problema
Yo =10, y1 =1,

obtenido anteriormente. Tomando la transformada Z en la ecuacién, usando las propiedades de ésta
y tomando en consideracién las condiciones iniciales obtenemos

Z[Yrs2 + Yk — 20k} (2) = Z[1](2),

{ Yet2 + Yre1 — 2y = 15

y desarrollando

Zlyrr2 + Yer1 — 20 (2) = Zyrr2l(2) + Z[yra](2) — 22[yr)(2)
= 22 Z[y](2) — 2 + 2Z[ue) (2) — 2Z2[yxl (2)
= (Z24+2-2)Z[ul(2) — 2.

Por otra parte

2[1)(z) = —.
Entonces )
(2 +2=22lx) =2+ 5 = 7.
con lo que
52
2wl = ey
Pasamos a fracciones simples
22 -1 3 4

2wl =y T oo o1 1o
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y calculamos la transformada inversa obteniendo los desarrollos en series de Laurent

I 11 12 "_i(—z)"
Z+2_Zl—;2_z z - Zn+l
z n=0 n=0
sifz| > 2.
1 11 Iem 1l & 1
e D D AP S
z n=0 n=0
si |z| > 1. Finalmente
-1 d (1 _di1_id1_in+1
(z—1)2 dz\z2-1) dz Lzt _n:0d22n+1_ S
si |z| > 1. Entonces si |z| > 2 se tiene que
—1 3 4
z - -
o) (2) (z—l) z—1 z+2
- _Z otz Zzn+1 Z n+1
n=0 =0
n+l = 3 °°4(—2)"+1
- __Zzn+2 _Zzn+2+z nt2
n=0 n=0
N —n — 4+ 4(=2)"H!
= +Z ZTL"FQ ’
=4(—2)" —4 4 k.

por lo que si k > 2
Veamos a continuacién el siguiente ejemplo, en que las raices son complejas

Tny2 — 2$n+l + 2z, = 17
To — X1 = 0.

Si aplicamos la transformada Z a la ecuacién, tenemos que
Z|Tpt2 — 2xn11 + 22,)(2) = Z[1](2).

Por un lado
2 =Y 4= =
mientras que o Z
Z[r12)(2) — 22[on)(2) + 220002
2 2120](2) — 220 — 221 — 22 Z[wn](2) — 2210 + 22[3](2)

Z[:cn+2 - 233n+1 + 23:’@]( )
(22 — 22+ 2) Z[z,](2),
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de donde
z

(z—=1)(22—22+2)

Desarrollamos la funcién en serie de Laurent para calcular z,,. Para ello en primer lugar

Zlrnl(2) =

v z

—1D(2—2:42) (z-Dz-1-i)(z—1+1)
1 1 1+1 1 1—2¢
z2—1 2z—1—4% 2z—1+1i

Calculamos de forma separada

z n=0 n=1
1 11 I 147" -
o E e () Xeers
1 11 IS 1—3\" & oy 1
—moimE g () SR
z n=0 n=1
con lo que agrupando
z 1 1 1 1 1
= — =) (I+i)"=—=> (1-i)"—
_ 2 _ n n n
(z—=1)(22—-22+2) Lot n 24 24 z
- 1
oS 1—=(1 T——(1-9)")—
I
y teniendo en cuenta que
1+4)" = 2"2(cos = +isin—
4 47
(1—=9)" = 2”/2((;05%—1'8111%),
obtenemos
z 2 o onmy 1
=S (1-2n —)_,
(z—1)(22—22+2) ;( ST
y por tanto

nm
Ty = — COS —

4.4.5 Funciones de transferencia.

La funcién de transferencia asociada a la transformada 7 se define de forma andloga a la funcién de
transferencia asociada a la transformada de Laplace. Consideremos en este contexto una ecuacién
en diferencias finitas de la forma

nYk+n + On-1Ykin-1 + ... + QY1 + QoY = Ty, (4.8)
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siendo a; € R, 0 < i < n. Entonces, suponiendo que y; = 0 i < k, tomando la transformada Z
obtenemos que

(an2" + an 12" "4 o a1z + ao) Z[yk)(2) = Z[u (2),

por lo que
1
Z = Z .
lwl(2) 2" + Qp_12" 1+ a1z + ag [l (2)

Se define enotnces la funcién de transferencia asociada a la ecuacién como

Zlyl(z) _ 1
Z[uk](z> A2 + Q12" L+t arz + CLOI

T(z) =

Podemos estudiar entonces la estabilidad de la ecuacién entendiendo ésta de forma andloga al caso
continuo estudiada en el tema anterior, es decir, si para toda solucién asociada a una condicién inicial
dada se verifica que

li = 0.
Jim v =0

El siguiente resultado caracteriza la estabilidad del sistema en base a los polos de la funcién de
transferencia.

Theorem 13 El sistema dado por la ecuacion (4.8) es estable si y sdlo si todos los polos de la
funcion de transferencia verifican que |z| < 1.

4.5 Ejercicios

1. Determina el radio de convergencia de las series de potencias:

> (b)Y nr2n @ e )"
@y @32 033+ (1) (z+2)
Zcos ni (h) Z(n +a") 2", (a>0) (i) Z (_ri)n 2"

2. Calcula las series de potencias centradas en 0 de las siguientes funciones indicando su bola de

convergencia.
() f(2) = 2 b)f(z) =2"+2+1 (c) f(2) = 13
(@) f(2) = Lo(z+1) (0)f(z) = ¢ (1) £(z) = =
(8) flz) =cos(z)  (W)f(z) = %5 () £(2) = =2

3. Calcula el radio de convergencia de las siguientes series de potencias y estudia su cardcter en
la frontera del dominio de convergencia.

n

DS O) DR O) Y=

n=0 n=0 n=0

%)



SERIES DE POTENCIAS Y DE LAURENT.

4. Calcula el desarrollo en serie de potencias de las funciones siguientes en el punto que se indica.
Determina ademas el radio de convergencia de dicha serie.

1

(a) senz, zg=1 (b) e*, zo=1 (c) T 20=10
22 2

(d) Z——|—27 zZ0 = 0 (e) z——|—2, Z0 = ]_ <f) LW(Z), 20 = —]_
z sen z

(g) mv 20 = 0 (h) 5 ; 20 = 0

5. Dada la funcién f(z) = calcula el valor de f0(1).

1

14227

6. Calcula la serie de Laurent de la funcién f(z) = %5 alredor de 2 y de 0.

7. Determina la serie de Laurent de la funcién f(z) = ﬁ, alrededor de los puntos zy = 0,
20 = 1 Y 20 = i.

8. Calcula las series de Laurent centradas en 0 de las siguientes funciones indicando su anillo de
convergencia.

9. Calcula la serie de Laurent de las siguientes funciones alrededor de los puntos que se indican:

(a) 227, 2 =0 (b) V(=2 2 =1
(c) zsen(1/(z—1)), =z =1 (d) cos(1/z), z=0

10. Sea funcién f(z) = L.(z), ipuede escribirse dicha funcién como una serie de Laurent en un
cierto anillo alrededor del punto zg = 07 ;Por qué?.

11. Calcula la serie de Laurent de f(z) = (= alrededor del punto zp = i.

(1+
12. Calcula el desarrollo de Laurent alrededor de los polos de la funcién:

z

AR VEEi)

13. Encontrar la transformada Z de las siguientes sucesiones determinando su conjunto de conver-

gencia.
(a) yp =n+ 1. (b) ¥y, = (0,1,0,1,0,1,...).  (c) y,, = n'.
(d) yo = (0,1,1,1,..).  (e) y, = 22" (f) yp =1+ 2™
(g) yn = 1/27. (h) y, = n3". (i) yo = (0,1,0,2,0,4, ...,0,2", ...).
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