GUIA 7

La transformada de Laplace

1. Concepto de la transformada de Laplace

Definicién. Una funcion u(t) definida en 0 < t < oo tiene transformada de
Laplace si existe un real a > 0 tal que la integral fooo e~ u(t) dt converge para s > a.
En este caso, la transformada de Laplace de la funcion u es la funcion u definida en
el intervalo a < s < o0 cuyo valor en cada s estd dado por

u(s) = /000 e *u(t) dt. (1)

A veces conviene denotar la transformada de Laplace «de w mediante £ {u}.
Recuérdese que la integral impropia fooo e~ u(t) dt converge si la integral finita
fOB e~*"u(t) dt existe para todo B > 0y si limp_u fOB e~ *u(t) dt existe y es finito.
Entonces, por definicién,

0 B
/ e *u(t)dt = lm e *u(t) di
0 B—oo 0
Ejemplos.
(Funcidon constante). La funcién constante u(t) = 1 tiene transformada de Laplace
ii(s) = 1 definida en 0 < s < co. En efecto,

0 B e—sB 1 1
u(s) = / et dt = lim et dt = lim (— +-)=-,
0 B—oo B—oo S S S
para 0 < s < 00. Se observa que la integral fooo e~ dt diverge para s < 0.
(Funcién exponencial). La funcién u(t) = €™ tiene transformada de Laplace
ii(s) = == definida en a < s < 0o . En este caso,

o0 o0 1
u(s) = / e~ Ste™ dt — / el qt = para s > a.
0 0

s—a

(Funciont™, n > 0 entero). La funcién u(t) = " (n > 0 entero) tiene transformada
de Laplace t(s) = -2 definida en 0 < s < 0o,
Primero, para n = 1, integrando por partes obtenemos

LAt} = / te™*'dt = lim (—Ee_s'f Eég )+ _/ et dt — -
0 0

B—oo S S S



para 0 < s < oo.
Para n > 1, la integracién por partes da

o9} tn
/:{t”}/ t"e " dt = lim (—ge—st =
0

B—oo

2 Oon—l—st :2 n—1
+S/Ot e~ di S/:{t }.

Y aplicando esto repetidamente, obtenemos

n N n(n—1) N

L") =—-L{t" " = ———=L{t"?

() = gy = 2Dy
 nn-Dn-2)...1 ~n!
o = 5{1}7871“

para 0 < s < oo.
(Funciones seno y coseno). Se tiene
L {cosat} = i L{senat} = ¢

s2 4 a?’ s2 + a?

para 0 < s < oo, donde a # 0.
Integrando por partes obtenemos

o 1
LA{cosat} = / e *tcosatdt = —e S'senat|i=5°
0 a

s [~ s
+ - / e Stsenatdt = =L {senat}.
a fo a

Y volviendo a integrar por partes,

o 1 _
LA{senat} = / e *'senatdt = ——e * cosat \§;3°
0 a

s [~ I s
——/ e *tcosatdt = — — =L {cosat}.
aJo a a

Luego
Cisenat) = — £ (senar)
senatt = — — =L {sena
a a?

De aqui se obtiene la expresién para L{senat} y de (2) se obtiene la expresién para
L {cosat}.

(Funcion de Heaviside). La funcién escalén de Heaviside o salto unitario es la
funcién H definida para todo t, —0o < t < 00, por

0, t<0
1, t>0

H(t) = {



Figura 1: Funcién de Heaviside de salto unitario

La funcién salto unitario en a es la translacién H(t — a) de H (véase figura 1):

0, t<a
1, t>a

e {

)

Paraa >0 y 0 < s < oo, se tiene

—as

L{H(t—a)} = / e~stdt = & -
En general
COH( = a)ult — a)} — / e=Stu(t — a) dt
= / ey (2) de = e~ L {u} .
0
Es decir,

L{H({t—a)u(t —a)} = e *L{u} , para a>0,0< s < o0.

(Una funcion sin transformada de Laplace). La funcién u(t) = '’ no tiene trans-
formada de Laplace. Pues la integral

/ e~ et dt = / 6_% e=2)" di
0 0
diverge para todo s.

i Para cudles funciones u(t) existe la transformada de la Laplace? Los ejemplos
anteriores sugieren el siguiente criterio:

Teorema 1 (Criterio de Eristencia). Supdngase que u(t) es una funcion definida en
0 <t < oo que satisface las siquientes condiciones:



L1 Cada intervalo finito |0, B] se puede dividir en un nimero finito de intervalos
b0, b1] = [0,b1], [b1,02] ;... [br_1,bn] = [bn_1, B] tales que u(t) es continua en
((br_1,b) ¥ My u(t),h’mt_)bl: u(t) existen y son finitos.

L2 Fxisten constantes, a real y M > 0 ,tales que
lu(t)| < Me* para 0 <t < oo.

Entonces u(t) tiene transformada de Laplace u(s) definida en el intervalo a <
$ < 00.

Demostracién. Esto es consecuencia del criterio de comparacién para la convergen-
cia de integrales impropias, pues por la condicién (L2) se tiene

/ ‘G_Stu(t)‘ dt < / e Me™ dt — M/ e~ s gy —
0 0 0

para a < § < 0.

La condicién (L.1) garantiza que las integrales finitas fOB e~ S'u(t) dt existen para
todo B > 0.

Funciones de orden exponencial. Las funciones u(t) definidas en 0 <t < oo
que satisfacen las condiciones (1) y (L.2) se denominan funciones continuas por tra-
mos de orden exponencial en 0 < t < 00. Para abreviar las denominaremos funciones
de orden exponencial.

El Criterio de Existencia se puede enunciar brevemente diciendo:

s—a

Toda funcion u(t) de orden exponencial en 0 < t < oo tiene transformada
de Laplace u(s) definida en algin intervalo a < s < 0o.

El mismo argumento utilizado para establecer el Criterio de Existencia demuestra
la siguiente propiedad que se observa en los ejemplos 1 al 4 (Anulacién de % en oo):

(Anulacion de @ en o0) Para toda funcion u(t)de orden exponencial en
0 <t <00, latransformada de Laplace u(s) satisface

lim u(s) =0

§—0C0

Utilizando argumentos un poco mas sofisticados se puede demostrar que la pro-
piedad de anulacién de @ en oo es vélida para toda funciéon u que posea transformada
de Laplace. Esta propiedad sirve para determinar que ciertas funciones no son una
transformada de Laplace:



Si g(s) es una funcion definida en un intervalo a < s < oo tal que

lim g(s) no existe o lim g(s) # 0,

§—00

entonces g(s) no es transformada de Laplace de funcion alguna

Por ejemplo, las funciones detalladas a continuacién no son transformadas de
Laplace de funcién alguna:

s Polindmicas

p(S) - Z QA Ska
k=0

= Trigonométricas, exponenciales y logaritmicas

cosws, senws, €* (a>0), Ins,

. Racionales,’q% , con grado(p)>grado (q).
2. Propiedades basicas de la transformada de La-

place
Conviene imaginar la transformada de Laplace como un operador
u— LA{u}=u

que a cada funcién u(t) definida en 0 < ¢ < oo y de orden exponencial la transforma
en una funcién u(s) definida en algin intervalo a < s < oco. Este operador tiene las
siguientes propiedades basicas que, en particular, lo hacen de utilidad en el célculo
de soluciones de problemas de valor inicial para ecuaciones diferenciales lineales con
coeficientes constantes.

Teorema 2 . (Propiedades basicas). Sean u(t), v(t) funciones de orden exponencial
en 0 <t < oo ya,b constantes reales.

1. ( Linealidad). L{au+ v} = al{u} + bL{v}.

2. (Translacion). Si u(s) =L{u(t)}(s) estd definida en el intervalo b < s < oo,
entonces

L{e"u(t)}(s) = u(s — a)

para a+b < s < .



3. (Translacién y truncamiento). St a > 0
L{H(t —a)u(t —a)}(s) = e *LA{u} (s).

4. (Transformada de la derivada). L{u' (1)} = sL{u} — u(0). En general, para
neN

L{u<”> ()} = s"L{u} — " u(0) — "2/ (0) — ... — su<n_2>(0) — u<”_1>(0).

5. (Derivada de la transformada). L{tu(t)} = —LL{u}. En general, para n € N

LAu(t)) = — L (1 u(t))

- (-1 )jgc{t“ )

ey

6. (Transformada de la integral). L{fo rydr} =1 L{u}.

7. (Periodicidad). Siu(t) es periddica con periodo p > 0 , es decir, u(t+p) = u(t)
para todo t >0, y si u(t) es continua en [0,p] , entonces

L{}*w,

e~ ps

Demostracién. Todas estas propiedades son consecuencia directa de la definicién.
A modo de ejemplos, verificaremos desde 4 al 7.

4. Por sencillez, supondremos que '(t) es continua en 0 < ¢ < oo. Integrando por
partes

L{u' ()} = /000 e~ (t) dt = e ult) [I=F + s /000 e *u(t) dt
L{u' (1)} = —u(0) + sL{u} .

Aqui se usa el hecho de que |u(t)| < Me*, esto implica que e~
im0 e u(t) = 0, para s > a.

Hu(t) [ =

La identidad para £{u(™(t)} se obtiene aplicando repetidamente la identidad
para L{u'(t)}.



5. Suponiendo que es vélido el intercambiar el orden de la derivacién y la integracion
en £ L{u}, se obtiene

ey — 2 / e=stu(t) di — / A sty dt — — / Le= (1) dt
ds ds J, o ds 0

d
%L {u} = =L{tu(t)}
La identidad para n > 1 se obtiene aplicando repetidamente el caso n = 1.

6. Se deduce de (iv) tomando fotu(r) dr en vez de u.

LA{u} = /000 e~ *u(t) dt = f: /k<k+1)pe_3tu(t) dt

k=0 v *P

7. Se tiene

> P Pemstu(t) dt
LA{u} = Z e_kps/o e u(t) dt = %7
k=0

para s > a > 0. Aqui utilizamos primero el hecho de que mediante el cambio de
variable r =t — kp,

(k+1)p P P
/ e Su(t) dt = / e~y (r - kp) dr = e_kps/ e *u(r)dr,
k 0 0

P

y, segundo, que

¢ 1

E xkzl— para |x| <1 con x=¢e .
—x

k=0

Célculo de transformadas de Laplace. Con ayuda de la definicién, de un
pequeno repertorio o tabla de transformadas de Laplace, y de las propiedades basicas
se puede calcular facilmente la transformada de Laplace de las funciones elementales
de uso corriente en la soluciéon de problemas de valor inicial para ecuaciones lineales
con coeficientes constantes.

Ejemplos.

(Polinomios).

L7 =10t +1} = L{¢*} —10L{t} + L{1}

310 1 6 10 1
st g2 g st g2 g

para s > 0, utilizando la linealidad de £ y L{t"} = 2 .
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Figura 2: Funcién encendido-apagado

eat+efat eatiefat
2

5 y senhat =

(Seno y coseno hiperbélicos). Si coshat =
por la linealidad y el ejemplo (1) de la seccién 1,

, entonces

LA{coshat} = % (C{e™}+L{e}) =

1 1 n 1 S >||
— — ara s > |a
2\s—a s+ta s2 — g2’ P

Andlogamente, £ {senhat} = =% para s > |a|.

(Onda cuadradaentre ay b, 0 < a < b). La funcién u(t) definida (conviene trazar
su grafica)

. Co s
u(t){o si t<a 6t>0

1 si a<<t<d

se puede expresar en términos de la funcién de Heaviside como u(t) = H(t — a) —
H{(t —b). Entonces por la linealidad de £ y el ejemplo (4) de la seccién 1,

(Otras funciones de interés)

L{tsenaty = —LL{senat} = —L (%) s

82+Cl,2 <82+Cl,2)2
n,a n d” a n d” n!
L{t@t}:(—l) j?ﬁ{et}:(—l)j?<:la>im s >a

(Funcion encendido-apagado). La funcién (vedse figura 2.)

| 1, 2ka<t<(2k+1)a
— —_1\letll y — ;
u(t) = 2(1+( 1) ){ 0 (2k+1)a<t<20k+tla k entero.

es periédica con perfodo p = 2a. Aqui || x || denota el mayor entero n menor o
igual que .



Por la propiedad de periodicidad (vii),
LA{u} = _ /2a e~ tu(t) dt = _ /a e~ dt
1 — 6—2&3 0 1 — 6—2&3 0
l—emes ]
s(1 —e~2a8) s (1 eas)
Producto de transformadas de Laplace. El ejemplo de u(t) = v(t) = ¢t mues-

tra que, en general, L{uv} # L{u} L{v}. Sin embargo, se puede expresar L{u}L{v}
como transformada de Laplace de una funcién obtenida a partir de v y v como sigue.

Primero, () </°° e ulx )dx) </OOO e u(y) dy)
/ {/ =@y (2)o(y) de}dy

Ahora, para cada y fijo (0 < y < 00), hacemos el cambio de variable t = x + y en la
integral interna, de modo que x =t —vy , dt = dx, t = y cuando x = 0, t = oo cuando
=00,y

LA{u} =

| e " et — y)oly) d.
Luego o
C{u}Liv) — / { / et — ) v(y) dt}dy.

Supongamos ahora que es posible considerar esta integral iterada como una integral
doble sobre la regién

R={{t,y)] 0<y<oo,y<t<oo}={({y)|0<t<o0, 0yt

y que es posible invertir el orden de integracién. Entonces

clupe(eh = [[ eute—y) vy

/{ / “stu(t — y)oly) dybdt — / St{/ (t - v) v(y) dy}dt
/3{/ (t —y)vly) dy}.

Definicién.(Convolucion). La convolucién de dos funciones u(t), v(t) continuas
por tramos de orden exponencial en 0 < t < oo es la funcién u * v definida en
0 <t <o0por

(s 0) (1) / ult — y) oly) dy.

Suponiendo vélido el cambio de orden en la integracién indicado antes podemos es-
tablecer el siguiente teorema.



Teorema 3 ( Propiedad de convolucidn)
L{uxv} = L{u}L{v}

Ejemplo.
Sea u(t) =t y v(t) = senat. Entonces

¢
t 1
so(t) = | (t— dy — - — —senat
u* v(t) /O( y) senay dy ~ — senat,

t 1 a
L{ux*v} = L{a — —sen at} = L{t}L{senat} = T )

3. Transformada inversa de Laplace
Una propiedad fundamental de la transformada de Laplace es:

Teorema 4 . (Propiedad de inversion). Sean ui(t) y ux(t) funciones continuas por
tramos de orden exponencial en 0 <t < oo . Si L{ui}(s) = L{uz}(s) en un intervalo
a < s < oo, entonces en cada intervalo finito |0, B]se tiene

Ul(t) — Ug(t),
salvo a lo mds en un numero finito de puntos.

La demostracion de este resultado requiere técnicas de andlisis que no estan al alcance
de este curso. (Ver: R.V. Churchill. Operational Mathematics., McGraw-Hill, New
York, 1972.)

La propiedad de inversién implica que dada una funcién v(s) definida en un in-
tervalo a < s < 00, si existe una funcién u(t) definida en 0 < ¢ < oo tal que

L{u} =,

entonces la funcién u es esencialmente unica. Esto significa que si u; es otra funcién
tal que L{u;} = v, entonces en cada intervalo [0, B] las funciones u y u; coinciden,
con la posible excepcién de un nimero finito de puntos.

Por ejemplo, es facil verificar que, para a > 0, las funciones

1, t>a’ 1, t>a’

)

H(t—a){o’ t<a 1(t){0’ t<a

0, t<adtelZ
1, en otra parte

Ha(t) = {

10



son tres funciones diferentes esencialmente iguales en 0 < t < oo tales que
1

En lo que sigue no distinguiremos entre funciones que sean esencialmente iguales.

Definicién. Una funcién v(s) definida en un intervalo a < s < oo tiene trans-
formada inversa de Laplace si existe una funcién u(t) definida en 0 < ¢ < oo tal
que

L{u} =,

En este caso se dice que u es la transformada inversa de Laplace de v y se denota por
L7 H{v}.

Recordamos que por la propiedad de anulacién de las transformadas de Laplace
en 0o, una condicién necesaria para que una funcién v(s) posea transformada inversa
de Laplace es que

lim v(s) = 0.

También, las propiedades basicas de la transformada de Laplace implican propie-
dades de la transformada inversa de Laplace. Por ejemplo, si v y w tienen transfor-
mada inversa , se tiene:

(Linealidad)

L Hav + bw} = al™Hu) + bL™Hw}.

(Translacion)

L Ho(s —a)} = e*L7H{v).

(Derivada)
dn
—

-1
£ {ds”

()} = (=1)""L™H{w}.
(Integracion 1) t
L_l{@} = /o L~ v} r)dr.
(Convolucidn)
L Hv(s)w(s)} = L7Hov} » L~7Hw}.
(Integracion 2)

/:—1{/00 o(r)dr} — %L‘l{v}.

La dltima relacién es consecuencia de:
(Integral de una transformada).

| et - c(uDy

s t

La cual es valida para u(t) tal que lim;_,o+ @ exista y sea finito.

11



4. Método de Heaviside

Este método se aplica al calculo de soluciones de problemas lineales de valor inicial.
Supéngase que se desea hallar la solucién x(t) en 0 < ¢ < oo de un problema de valor
inicial para una ecuacién lineal con coeficientes constantes

2" +ax' +br = f(t), x(0)=xo, 2'(0) =} (3)

El fisico-matematico e ingeniero inglés Oliver Heaviside propuso la siguiente idea.
Primero, se aplica transformada de Laplace a la ecuacién

L{x" + ax’ + bx} = L{f(t)}.

Entonces, por las propiedades (i) y (iv) de transformada de Laplace, la ecuacién se
reduce a

s2L{x} — sx(0) — 2/(0)) + a(sL{x} — x(0)) + bL{x} = L{f}
(s* +as + b)L{x} = L{f} + 2(0)s + ax(0) + 2'(0).
Asi, la transformada de Laplace de la solucién x(t) de (3) es

L{f} x(0)s + ax(0) + 2/(0)
(s24+as+b) (s 4 as +b)

L{x} =

La solucién x(t) de (3) en 0 < ¢ < oo se obtiene mediante la transformada inversa

a1 L{f} x(0)s + ax(0) + 2'(0)
() =L {(s2+as+b)+ (2 +as 1 0) }

Ejemplos. Buscaremos la solucién de

Z—erQx 1, x(0)=10.

Aplicando transformada a la ecuacién, se obtiene
1
sC{x} —x(0) + 2L{x} = —.
s

De donde (usando fracciones parciales)

P3PS B (N 6 RS W P [
x75(5+2) s+2 2\s 542 s+ 2

+——) para0<t<oo.
s



Finalmente, la solucién x(t) en 0 < ¢ < 0o es

11 19 1 1. 19 1
_ p-lglol N vt Y iyl D G
o) = LG T R e )
119,
x(t)—2+2e .

Ejemplo. Nos proponemos determinar el movimiento desde el equilibrio de un
oscilador lineal no amortiguado con masa m y constante de rigidez k sometido a una
fuerza externa variable F'(t) que se anula antes del instante ¢y > 0 y que es constante
e igual a Iy después del instante ¢ :

0, t<0
F(t) = FoH{t — ty) = { Fo t>1y
El problema de valor inicial correspondiente es
d? F
d—tf olr = = H(t— 1), 2(0) = 0, 2/(0) =0,

con w = \/g . Tomando transformada de Laplace, la ecuacién se reduce a

s*L{x} — s2(0) — 2/(0) + W L{z} = %L{H(t — o) }.

Utilizando las condiciones iniciales, x(0) = 2'(0) = 0 , se obtiene

Clabs) = 2L pmi— 1)),

m §2 4 w?

y por tanto
1
L{H(t—1 .
LU - )

Por la propiedad de convolucién de £ y observando que

1
$2 + w?

w(l) = %L‘l{

1
— L{—senwt
L{wsenw 1

se tiene que

ﬁL{H(t —lo)} = éﬁ{senwt}L{H(t — 1)} =

1 i
éﬁ{ senwtx H(t —tg)} = ZL{/ senw(t — 2)H(z — ty)dz}
0
Luego,
¢
x(t) = —= / senw(t — z)H(z — tp)dz, para 0 <1 < oo.
0

mw

13



FoH(t76)

Figura 3: Oscilaciones bajo una fuerza repentina

Para evaluar la integral en esta expresién para x(t), observamos que cuando 0 < ¢ <
10,0 < 2 <t <ty implica H(z—1p) = 0,y cuandot > t5 0 < z < timplica0 < z < {g
con H(z—1ty) =06 to <z <tcon H(z—1y) = 1. As que

; O7 T <to
/0 Senw(t—z)H(Z—to)dZ{ fti) senw(t—z)dZ, L 2 to,
¢
B ()7 T <tp
/0 senw(t — 2)H(z —to) dz = { (1 —cos w(t —ty)), t>to,

Se concluye que la solucién x(t) en 0 < t < oo estd dada por

0 — O, T <to
() = { L0 (1 — cos w(t —to)), t>to.
Esta solucién representa un movimiento del oscilador en el cual en ausencia de fuerzas
externas la masa permanece en reposo en la posicion de equilibrio x = 0 hasta el
instante ¢y cuando empieza a obrar la fuerza constante Fy. A partir del instante ¢,
la masa inicia una oscilacién arménica con frecuencia igual a la frecuencia natural w
del oscilador libre en la cual la masa cada 27” unidades de tiempo se desplaza nf%g
unidades de distancia en la direccién de la fuerza Fy y vuelve luego a la posicién de

equilibrio z = 0 ( véase figura 3).

14



5. Resumen

5.1. Transformada de Laplace
1. Definicién:  L{f(t)}(s) = [ f(t)
2. Linealidad:  L{or f(t) + Bg()}(s) = o L{f}(s) + B L{g}(s).
3. Translacion: si i(s) — L{u(t)}(s) entonces @(s — a) = L{e®u(t)}(s).
4. Translacién y truncamiento: £{H (t — a)u(t — a)}(s) = e~ L{u}(s).

5. Derivada n-esima;:

LLf0s) = sL{f}(s) = [(OT).
L{f"®)(s) = SPL{f}(s) — s [(0F) — f/(0F).
L{FM(0Y(s) = s"LLfH(s) = "7 FOF) = s"2f/(01) — - = fO7D(0T),
6. Transformada de la integral:
c{ [l reyark(s) SR LAIOEE Y
L t--- tf(t)dt. Ldty(s) = ZL{[}(s).
{A - A }
ST cuy () dy = L{*P}(s).
7. Producto y convolucién
L{uyLivy = L{f5ul (y) dy}.
L{uxv} = L{u}ﬁ{v} , donde (u * v) fo (y) dy.

8. Transformada de una funcién periédica f(s) con periodo p > 0

Te s tf(t) dt

1 —ePs

L{fW)}(s) =

9. Propiedades varias

L{e" f(t)}(s) = L{)(s —a).

L f ()} (s) = (=" L{f}(s)-

LLH(E —a)g(t)}(s) = e L{g(t+ a)}(s).

L{@}(s) = [T L{f}ds , si lfmy_o+ @ existe.

15



5.2. Transformada inversa de Laplace

1. Linealidad de la transformad inversa:
Lo f(t)+Bgt)}y =a Ll {f}+ 8L g}

2. Translacidon:

L Hu(s —a)} = e Lo}

3. Derivada de la transformada inversa:
() = (1L o),

4. Integral
Loy = Lok
L7 [Zorydr} = 1L74v}

S
5. Convolucién:

L7 v(s)w(s)} = Lo} * £7Hw}.

A continuacién presentamos una breve tabla de las transformadas de Laplace de
algunas funciones

Loy -t ) o

L{e*} = & . L{t-a)} - e

[’{tn} - snn_+'1 ) L{t(nni_lf;t} - (S_la)n (TL > 1)
L{sen at} = 3= , L{zg=(senal—atcosal)} = —<Sz+1a22>z

L{cos at} = e, L{5 (senat + atcos at)} = PR
L{senh CLt} = ﬁ ) L{f n 32+a2 ] dt} - (32+al?)”+1
L{coshat) = = , L{LL~ [ﬁ]} = e

Nota:La funcién §(t — o) es la funcién Delta de Dirac definida como sigue

0o sit=1p
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/_Ooé(t—to)dtl.
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